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MATEMATIKA

ÉRETTSÉGI – 2006.
 Az emelt szintű feladatsor megoldása
1.)   Mindenekelőtt ábrázoljuk a PQRS négyszöget egy koordinátarendszerben
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a)  Ha nagyjából pontosan ábrázoltuk a megadott pontokat, gyanús lehet, hogy pl. R-nél derékszög van. Ezt többféleképpen is ellenőrizhetjük. Megtehetjük pl. azt, hogy két pont távolságképletét felhasználva kiszámítjuk az RQ, RS és SQ szakaszok hosszát, majd felírjuk rájuk a pitagoraszi összefüggést, s ha az teljesül, akkor Pitagorasz tételének megfordítására hivatkozva kimondhatjuk, hogy az SRQ szög valóban derékszög. Egy másik lehetőség, ha felírjuk az RQ és RS vektorokat, s azokat vizsgáljuk merőlegesség szempontjából. Mi ezt az utat választjuk.

A megadott koordinátákkal a 
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  vektorok:
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Ezekről pedig nem csak az látszik, hogy párhuzamosak, de az is  - bár ennek a feladat szempontjából nincs jelentősége -, hogy egyenlő hosszúak is.

Tehát az a) állítás hamis, mert a négyszögnek van derékszöge.

b)  Az állítás szerint a PQRS négyszög húrnégyszög. Ennek – tudva már azt, hogy R-nél derékszög van – az a szükséges és elégséges feltétele, hogy az R-rel szemközti szög ugyancsak derékszög legyen.

Írjuk fel a PQ és PS vektorokat is:
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E két vektor skaláris szorzata:
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tehát a négyszögnek P-nél is derékszöge van, vagyis a b) állítás igaz: a PQRS négyszög valóban húrnégyszög.

c)  Ha egy négyszögnek van szimmetriacentruma, azaz középpontosan szimmetrikus, akkor az csak paralelogramma lehet.

Ezt is többféleképpen vizsgálhatjuk. Megnézhetjük – ugyancsak a vektorok használatával -, hogy szemközti oldalai párhuzamosak-e. De azt is megtehetjük, hogy kiszámítjuk a négyszög oldalait, s azt nézzük meg, vajon szemközti oldalai egyenlők-e.

Talán a legegyszerűbb a paralelogramma azon tulajdonságát felhasználni, hogy átlói felezik egymást. Számítsuk ki a négyszög átlóinak a felezőpontját, vajon egybeesnek-e.

A koordinátákból:
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Ez két különböző pont, tehát a négyszög átlói nem felezik egymást, így a négyszög nem lehet paralelogramma, vagyis a c) állítás is igaz: a PQRS négyszögnek nincs szimmetriacentruma.

2.)  a) Először megkeressük a megadott függvény zérushelyeit. Ehhez az
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egyenletet kell megoldanunk.  x-et kiemelve:
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ahonnan az egyenlet megoldásai:
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Mivel mindhárom érték benne van a megadott [-2,5;  2,5]  intervallumban, ezért ezek valóban zérushelyei a függvénynek.

b)  Az f függvény vizsgálatát a derivált-függvényének segítségével végezhetjük el. f deriváltja:
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Ez egy felfelé nyíló parabola, zérushelyei:  
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Ábrázoljuk az f ’(x) deriváltfüggvényt:
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A grafikont elemezve a következő táblázatot készíthetjük el:
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Mivel 
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-ben f ’(x) előjelet váltva 0, ezért ezeken a helyeken f(x)-nek szélsőértéke van, mégpedig – figyelembe véve a monotonitását - 
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Ezek után hozzáláthatunk az eredeti f(x) függvény grafikonjának az elkészítéséhez:
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c)  Mivel 
[image: image28.wmf]125

,

8

)

5

,

2

(

-

=

-

f

 és ez az érték kisebb, mint az 
[image: image29.wmf]1

=

x

 helyen felvett helyi minimum, továbbá 
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  és ez nagyobb, mint az 
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 helyen felvett helyi maximum értéke, ezért a függvény legkisebb értékét 
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3.)  A kitűzött
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egyenletrendszernek – a benne szereplő logaritmus miatt – akkor van értelme, ha
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E másodfokú kifejezés zérushelyei:
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Tehát a fenti egyenlőtlenség megoldása:    
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Az eredeti egyenletrendszer első egyenletének bal oldala minden valós y esetén pozitív, így szükséges, hogy 
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Vegyük az első egyenlet mindkét oldalának 10-es alapú logaritmusát:
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mivel 
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Helyettesítsük y most kapott kifejezését a második egyenletbe és alkalmazzuk a logaritmus megfelelő azonosságait:
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innen pedig a logaritmus egy-egyértelműsége miatt
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Írjuk fel az kapott egyenlet bal oldalát szorzat alakban:
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Mivel 
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ahonnan az eredeti egyenletet kielégítő számpár:
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4.)  a)  A megadott mértani sorozat n-edik tagja:
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A sorozat első néhány tagja:

5,    15,   45,   135,  405,   1215,  …….

Ezek 11-gyel való osztási maradékai rendre:

5,    4,   1,   3,   9,   5,   4,    1,…….

Innentől kezdve pedig e maradékok nyilván periódikusan ismétlődnek, hiszen – a mértani sorozat képzési szabályi szerint – ezek mindig 3-mal szorzódnak. Ezek szerint a sorozat tagjainak 11-gyel való osztási maradékai ötösével ismétlődnek, és minden ötös csoportban 1 db olyan lesz, mely 11-gyel osztva 1 maradékot ad. Mivel a a sorozat 110. tagjáig 22 ötös csoport van, ezért a sorozat első 110 tagja között 22 olyan lesz, mely 11-gyel osztva 1 maradékot ad. 

Ezek szerint a keresett valószínűség:
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b)   A számtani sorozat első néhány tagjának 11-gyel való osztási maradéka rendre:

5,  8,  0,  3,  6,  9,  1,  4,  7,  10,  2,  5,  8,  0, …….

Láthatjuk, hogy ezek a maradékok 11-esével ismétlődnek, és minden ilyen 11-es csoportban egy db 1-es van, vagyis a sorozat tagjait 11-esével csoportosítva minden csoportban 1 db olyan elem lesz, mely 11-gyel osztva 1 maradékot ad. 

Mivel 110-ig 10 db 11-es csoportot képezhetünk, ezért a keresett valószínűség:
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5.)  a)  Legyen k az az órában vett idő tartam, ameddig Kati egyedül végezné el a gépelést, és legyen p ugyanezen idő Panni esetében. Ez azt jelenti, hogy egy óra alatt Kati, illetve Panni a teljes munkának
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részét végzi el.

A feltételek szerint együtt 12 óra alatt végeznék el a munkát, vagyis
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A keddi napon Panni 6 órát, Kati pedig 4 órát dolgozott, és így a munka 40%-át, vagyis 
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 részét végezték el, tehát
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Szorozzuk meg ez utóbbi egyenlet mindkét oldalát -2-vel:
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Ezt az előbb kapott egyenlettel összeadva:


[image: image70.wmf]5

1

5

4

1

4

=

-

=

k

,       ahonnan     
[image: image71.wmf]20

=

k

.

Ezt valamelyik előbbi egyenletbe visszahelyettesítve kapjuk:  
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Tehát az adott feltételek mellett Kati egyedül 20 óra alatt, Panni egyedül 30 óra alatt végezné el a gépelést.

b)  Szerdán a munka 60%-a, azaz 
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Azt már tudjuk, hogy Kati 1 óra alatt a teljes munka 
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 részét, Panni pedig 1 óra alatt az 
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Legyen x az az időtartam, amennyi eltelik szerdán reggel 9 órától a munka teljes befejezéséig.  Ekkor – a feltételek szerint - Kati 
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 órát dolgozott. Így a rájuk eső munka hányadokat összeadva:
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Szorozzuk meg mindkét oldalt 60-nal:
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Ezek szerint az egész munkával  
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6.)  a)  Annak a valószínűsége, hogy a vizsgált népességből egy véletlenszerűen kiválasztott személy színtévesztő: 0,04, míg annak a valószínűsége, hogy nem színtévesztő: 0,96.

A nyolc személy közül 2-t véletlenszerűen 
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-féleképpen választhatunk ki. Ezek szerint annak a valószínűsége, hogy ők színtévesztők, de a többiek nem (a binomiális eloszlás szerint):
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b)  A feltett kérdés helyett vizsgáljuk meg annak az eseménynek a valószínűségét: hogy a kérdéses 8 személy között legfeljebb 1 színtévesztő van (Ez a feladatban szereplő esemény komplementere). Ha ugyanis ennek a valószínűsége p, akkor a kérdezett esemény valószínűsége nyilván 
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Ha legfeljebb 1 színtévesztő van a 8 között, az azt jelenti, hogy 1 vagy 0 a színtévesztők száma.

Annak a valószínűsége, hogy a 8 személy között 1 színtévesztő van:
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Annak a valószínűsége, hogy egyetlen színtévesztő sincs a 8 személy között:
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Mivel ezek egymást  kizáró események, ezért annak a valószínűsége, hogy legfeljebb 1 színtévesztő van a 8 személy között e két valószínűség összege:
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Ezek szerint annak a valószínűsége, hogy legalább két színtévesztő van a 8 személy között:
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c)  Ha lenne két olyan férfi, aki senkivel sem fogott kezet, akkor a 9 nő összesen legfeljebb 6 férfival fogott volna kezet. De 6 férfi közül 5-t
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féleképpen lehet kiválasztani. Mivel a nők 9-en vannak, így legalább 9 féleképpen kellene tudni 5 férfit úgy kiválasztani, hogy bármely két ötös csoportnak ne legyen minden tagja azonos. Mivel – mint láttuk – csak 6 ilyen ötös csoport van, ezért nem lehetséges, hogy volt két olyan férfi, aki senkivel sem fogott kezet.

7.)  a)  A táblázat bármely sorában az első és a második oszlop számainak a szorzata egyenlő kell, hogy legyen a harmadik oszlopban szereplő számmal. Ezek szerint a táblázat helyesen kitöltve így alakul:
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A táblázatból adódóan a legtöbb fizető néző Kecskeméten volt.

b)  Az öt városban az összes fizető nézők száma:
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A városokban az összes bevétel:
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Ezek szerint az átlagos jegyár:
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c)  Mivel Budapesten a néző szám nem tér el 10%-nál többel a Bea által adott becslésnél, ezért a budapesti x nézőszám legalább 45000 és legfeljebb 55000
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Ha a prágai nézőszám y, akkor – mivel Peti becslése nem tér el 10%-nál többel e nézőszámtól:
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A legnagyobb eltérést akkor kapjuk, ha a legkisebb lehetséges budapesti nézőszámot a legnagyobb lehetséges prágai nézőszámmal vetjük egybe, azaz a lehetséges legnagyobb különbség:
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Ezt ezresekre kerekítve: a lehetséges legnagyobb eltérés 22 ezer fő.

d)  Igen lehetséges. Ugyanis x és y lehetséges értékeit egybevetve az

54546, 54547, 54548, ………, 55000

nézőszámok bármelyike előfordulhatott egyszerre Budapesten is és Prágában is.

8.)  a)  Először ábrázoljuk az 
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  függvényt, majd leszűkítjük azt a megadott [-3; 4] intervallumra.

Ha 
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Ha 
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Tehát az f(x) függvény grafikus képe a megadott intervallumon:
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Megjegyzés: Elegendő lett volna csupán az 
[image: image105.wmf]0
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 esetet vizsgálni, majd az erre adódó grafikus képet tengelyesen tükrözni az y tengelyre, hiszen könnyen belátható, hogy az f(x) függvény kiterjesztése minden valós x-re páros függvény. Ezek után pedig elvégezhetjük a függvény szűkítését a megadott intervallumra.

b)  A megadott három függvényből összesen 6-féle egyszeresen összetett függvény képezhető. Ezek a következők:
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c)  Legyen pl.  
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Ekkor
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9.)  a)  Készítsük el a szükséges ábrát!
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Mivel  
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, ezért az ADD’A’ négyszög négyzet. Ezek szerint a téglatest egy négyzetes hasáb, mely oldallapján fekszik.

Az ABB’ háromszög egy fél szabályos háromszög, hiszen 
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Mivel AB’ és négyzetes hasáb egy oldallapjának átlója, de B’D’ ugyancsak egy oldallap átlója, ezért
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A keresett szög meghatározásához írjuk fel a koszinusz tételt az AB’D’ háromszögre:
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Felhasználva, hogy 
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b)  Az már nyilvánvaló, hogy a téglatest legrövidebb oldala a b, tehát 


[image: image129.wmf]10

=

b

                és ezzel            
[image: image130.wmf]3

10

=

a

.

Tekintsük a tetraéder lapháromszögének az AA’D’ háromszöget; akkor a hozzátartozó magasság: 
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. Az alapháromszög területe az a oldalú négyzet területének a fele, így ezzel a tetraéder V térfogata:
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c)  Az AA’D’ és AB’D’ síkok hajlásszögének kiszámításához gondoljuk meg a következőket:
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Mivel az AA’D’ és AB’D’ háromszögek egyenlő szárú háromszögek, és alapjuk közös: az AD’ átló, ezért e háromszögeknek az alaphoz tartozó magasságuk a talppontjai egybeesnek. Jelöljük ezt a pontot F-fel (lásd ábra).

Feladatunk az A’FB’ szög meghatározása. 

Az A’B’ él merőleges az AA’D’D lapra, ezért e lap síkjában minden az A’ ponton átmenő egyenesre is merőleges. Ebből következik, hogy az A’FB’ háromszögnek A’-nél 90o-os szöge van. Ezek szerint e háromszögben felírhatjuk a keresett szögre a következő összefüggést:
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Innen a két sík keresett hajlásszöge:   
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